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Re´sume´
Nous revisitons, dans le langage des log sche´mas, le proble`me de prolongement
de biextensions de sche´mas en groupes commutatifs lisses par le groupe multiplica-
tif e´tudie´ par Grothendieck dans [SGA 7]. Nous montrons que ce proble`me admet
en ge´ne´ral une solution dans la cate´gorie des faisceaux pour la topologie log plate,
contrairement a` ce que l’on peut observer en topologie fppf pour laquelle Grothen-
dieck a de´fini des obstructions monodromiques. En particulier, dans le cas d’une
varie´te´ abe´lienne et de sa duale, il est possible de prolonger la biextension de Weil
sur la totalite´ des mode`les de Ne´ron ; ceci permet de de´finir un accouplement sur
les points qui combine l’accouplement de classes de´fini par Mazur et Tate et l’ac-
couplement de monodromie.
Abstract
We study, using the language of log schemes, the problem of extending biexten-
sions of smooth commutative group schemes by the multiplicative group. This was
first considered by Grothendieck in [SGA 7]. We show that this problem admits a
solution in the category of sheaves for Kato’s log flat topology, in contradistinction
to what can be observed using the fppf topology, for which monodromic obstruc-
tions were defined by Grothendieck. In particular, in the case of an abelian variety
and its dual, it is possible to extend the Weil biextension to the whole Ne´ron model.
This allows us to define a pairing on the points which combines the class group
pairing defined by Mazur and Tate and Grothendieck’s monodromy pairing.
1 Introduction
Soit S un trait, de point ge´ne´rique η = Spec(K), et soit AK une K-varie´te´ abe´lienne.
Il est bien connu que la varie´te´ duale AtK de AK est munie d’un isomorphisme canonique
AtK
∼
−−−→ Ext1e´t(AK ,Gm,K) (1.0.1)
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qui est parfois utilise´ comme de´finition de AtK . On peut se demander ce qu’il advient de
cet isomorphisme si l’on remplace les varie´te´s abe´liennes AK et A
t
K par leurs mode`les de
Ne´ron sur S, que nous noterons respectivement A et At.
Grothendieck a utilise´ le concept de biextension (introduit par Mumford) pour e´tudier
ce proble`me. Plus pre´cise´ment, prolonger l’isomorphisme (1.0.1) au niveau des mode`les
de Ne´ron e´quivaut a` prolonger la biextension de Weil WK de (AK , A
t
K) par Gm,K en une
biextension de (A,At) par Gm. Soit Φ (resp. Φ
′) le groupe des composantes de (la fibre
spe´ciale de) A (resp. At), Grothendieck construit dans [SGA 7, expose´ VIII, the´ore`me
7.1, b)] un accouplement (dit de monodromie)
Φ× Φ′ −−−→ Q/Z
qui repre´sente l’obstruction a` l’existence d’un tel prolongement. Plus pre´cise´ment, si Γ et
Γ′ sont des sous-groupes respectifs de Φ et Φ′, alorsWK se prolonge en une biextension de
(AΓ,At,Γ
′
) par Gm si et seulement si Γ et Γ
′ sont orthogonaux sous l’accouplement (voir
le paragraphe 4.2), lequel prolongement induit alors un morphisme
γ : At,Γ
′
−−−→ Ext1e´t(A
Γ,Gm)
entre faisceaux sur le site (Lis/S)e´t des S-sche´mas lisses, muni de la topologie e´tale. Si
en outre Γ = 0 et Γ′ = Φ′ (ou si l’accouplement de monodromie est non de´ge´ne´re´ et si Γ′
est l’orthogonal de Γ), alors γ est un isomorphisme. Ce re´sultat est explicite´ dans [Mi86,
Appendix C, Prop. C.14]. Notons que l’ide´e de conside´rer le site lisse apparaˆıt de´ja` (sous
forme d’une « Autocritique ») dans [SGA 7, expose´ VIII, 6.9].
Dans cet article, nous nous sommes inte´resse´s au proble`me de prolongement des biex-
tensions dans la cate´gorie des log sche´mas, munie de la topologie Kummer log plate (voir
le paragraphe 2.1 pour les log re´fe´rences). Munissons le trait S de sa log structure cano-
nique ; en travaillant dans la cate´gorie des faisceaux pour la topologie Kummer log plate
sur S, nous montrons le re´sultat suivant (cf. the´ore`me 4.1.1) :
The´ore`me. (i) Soit P un sche´ma en groupes commutatif lisse de type fini sur S. Alors
le morphisme de restriction a` la fibre ge´ne´rique
Ext1kpl(P,Gm) −→ Ext
1
pl(Pη,Gm,η)
est un isomorphisme.
(ii) Soient P et Q deux sche´mas en groupes commutatifs lisses de type fini sur S. Alors
le morphisme de restriction a` la fibre ge´ne´rique
Biext1kpl(P,Q;Gm) −→ Biext
1
pl(Pη, Qη;Gm,η)
est un isomorphisme.
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Une fois ce re´sultat e´tabli on retrouve, par le truchement d’une suite spectrale com-
parant la cohomologie log plate avec la cohomologie fppf, les obstructions de´finies par
Grothendieck dans [SGA 7, expose´ VIII, the´ore`me 7.1] (cf. the´ore`me 4.1.5). Dans le cas
particulier ou` (P,Q) = (A,At), on obtient ainsi une interpre´tation logarithmique de l’ac-
couplement de monodromie (cf. proposition 4.2.1).
Notre principale motivation est l’existence, dans le monde logarithmique, d’une unique
biextension W log ∈ Biext1kpl(A,A
t;Gm) prolongeant la biextension de Weil. Il de´coule en
outre du the´ore`me ci-dessus que le morphisme
γlog : At −−−→ Ext1kpl(A,Gm)
induit par W log est un isomorphisme entre faisceaux sur le site lisse de S.
Dans le cas global (ou` la base S n’est plus force´ment un trait), on peut de´finir a`
l’aide de W log un accouplement de classes logarithmique (cf. de´finition 4.2.2) qui combine
l’accouplement de classes — de´fini par Mazur et Tate dans [MT] — et celui de monodromie
(cf. proposition 4.2.3).
La biextension W log est un outil qui nous permettra, dans l’article [G3], d’e´tudier la
ramification de certains torseurs (sous des sche´mas en groupes finis et plats) obtenus graˆce
au cobord d’une isoge´nie entre varie´te´s abe´liennes. Plus pre´cise´ment, on peut affiner les
re´sultats de [G1] et [G2] en se de´barassant des conditions sur les groupes de composantes,
le prix a` payer e´tant le passage des sche´mas aux log sche´mas. Nous renvoyons le lecteur
a` l’introduction de [G3] pour plus de de´tails.
Re´sumons brie`vement le contenu de cet article. Dans la section 2 nous introduisons
les outils logarithmiques, les sites et les faisceaux dont nous aurons besoin.
Dans la section 3 nous calculons le groupe H1kpl(S,Gm) en cohomologie Kummer log
plate, S e´tant un sche´ma nœthe´rien re´gulier muni de la log structure de´finie par un
diviseur a` croisements normaux. Nous donnons une description de ce groupe analogue
a` celle du groupe de Picard usuel en termes de diviseurs, la diffe´rence e´tant que les
composantes irre´ductibles du diviseur de´finissant la log structure apparaissent avec des
coefficients rationnels dans le groupe des « diviseurs logarithmiques ». Nous en de´duisons,
via la the´orie de Kummer, une description du groupe H1kpl(S, µn).
Dans la section 4, nous montrons le the´ore`me 4.1.1 qui constitue le re´sultat principal
de cet article. Nous appliquons ce re´sultat a` la de´finition de l’accouplement de classes
logarithmique puis, a` l’aide de la the´orie des torseurs cubistes, nous relions ce nouvel
accouplement a` une construction de Moret-Bailly [MB], en retrouvant au passage l’ex-
pression, due a` Bosch et Lorenzini [BL], de l’accouplement de monodromie en termes du
symbole de Ne´ron.
Pour conclure, l’auteur signale que si l’on remplace la topologie Kummer log plate
par la topologie Kummer log e´tale, la plupart des re´sultats e´nonce´s ici se transposent
facilement, dans une forme affaiblie tenant compte de la torsion des faisceaux qui n’est
pas premie`re aux caracte´ristiques re´siduelles des points de S (voir la remarque 2.3.3).
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2 Sorites faisceautiques
2.1 Log sche´mas
Nous renvoyons le lecteur a` [I02, section 1] pour les de´finitions de base concernant les
log sche´mas. Toutes les log structures conside´re´es ici sont fines et sature´es (fs). Si T est
un log sche´ma, nous noterons MT le faisceau de mono¨ıdes (sur le petit site e´tale de T )
de´finissant la log structure de T . Nous noterons MgpT le faisceau en groupes des fractions
totales du faisceau de mono¨ıdes MT .
Nous renvoyons a` Kato [Ka2] et Nizio l [Ni] pour les de´finitions et proprie´te´s des topolo-
gies Kummer log plate et Kummer log e´tale (pour e´pargner au lecteur de trop nombreuses
re´pe´titions, nous omettrons tantoˆt le log, tantoˆt le Kummer). Nous travaillerons en ge´ne´ral
avec la premie`re.
Si X est un sche´ma (resp. un log sche´ma), nous noterons (Sch/X) (resp. (fs/X)) la
cate´gorie des sche´mas (resp. des log sche´mas fs) sur X . Nous utiliserons les symboles e´t et
pl pour de´signer les topologies e´tale et fppf classiques, ainsi que ke´t et kpl pour de´signer
les topologies Kummer log e´tale et Kummer log plate. Si C est l’une de ces cate´gories et
si top est l’une de ces topologies, nous noterons Ctop le site obtenu en munissant C de la
topologie top.
Le foncteur (de la cate´gorie (fs/X)op dans celle des groupes abe´liens)
Gm,log : T 7−→ Γ(T,M
gp
T )
est un faisceau pour la topologie Kummer plate (voir [Ka2, Theorem 3.2] ou [Ni, Cor.
2.22]). Rappelons au passage que Gm,log (note´ G
cpt
m dans et [Ka2] et G
×
m dans [Ni]) n’est
pas repre´sentable par un log sche´ma (voir [I02, 2.7 (c)]).
Si X est un sche´ma, nous conside´rerons e´galement la cate´gorie (Lis/X) des X-sche´mas
lisses. Cette dernie`re, munie de la topologie e´tale, et un site que l’on appelle le site lisse
(ou lisse-e´tale) de X , et que nous noterons (Lis/X)e´t.
Nous rappelons dans l’e´nonce´ ci-dessous la de´finition de la log structure associe´e a`
l’ouvert comple´mentaire d’un diviseur (a` croisements normaux) sur un sche´ma re´gulier,
laquelle a la vertu de commuter au changement de base lisse.
Proposition-de´finition 2.1.1. Soient X un sche´ma nœthe´rien re´gulier, et j : U → X
un ouvert dont le comple´mentaire est un diviseur a` croisements normaux sur X.
(1) L’inclusion
OX ∩ j∗O
∗
U −→ OX
induit une log structure fine et sature´e sur X. On dit qu’elle est de´finie par U , lequel
est l’ouvert de trivialite´ de cette log structure.
(2) La log structure de´finie par U est l’image directe par j de la log structure triviale
sur U . En particulier, MgpX = j∗O
∗
U .
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(3) Soit f : Y → X un morphisme lisse. Alors l’image re´ciproque par f de la log
structure de´finie par U est la log structure de´finie par f−1(U).
De´monstration. Voir [Ka1, 1.5 et 2.5] ou [I02, 1.7] pour le point (1). Le fait que la log
structure ainsi de´finie soit l’image directe de la log structure triviale de U est men-
tionne´ dans [Ka1, 1.5] et implique (par la proprie´te´ universelle de MgpX ) la relation
MgpX = j∗M
gp
U = j∗O
∗
U . Le point (3) se re´sume au fait suivant : sous les hypothe`ses
envisage´es (X e´tant normal et U dense dans X), la formation du faisceau j∗O
∗
U commute
au changement de base lisse (voir [SGA 7, expose´ VIII, 6.8 b) et 6.9]).
Remarque 2.1.2. (i) Si X est un trait et η son point ge´ne´rique, alors la log structure
de´finie par η s’appelle la log structure canonique.
(ii) Dans le point (3), l’hypothe`se de lissite´ de f est ne´cessaire. Si l’on conside`re un
morphisme (fini et plat) de traits f : X ′ → X d’indice de ramification > 1, alors l’image
re´ciproque par f de la log structure canonique de X n’est pas la log structure canonique
de X ′.
Dans la suite de cet article, nous fixons les notations et hypothe`ses suivantes : S est
un sche´ma nœthe´rien re´gulier, et D =
∑r
m=1Dm est un diviseur a` croisements normaux
a` multiplicite´s 1 sur S (les Dm e´tant des diviseurs irre´ductibles et re´duits). Nous notons
j : U → S l’ouvert comple´mentaire de D. Dore´navant, nous conside´rons S comme un log
sche´ma, muni de la log structure de´finie par U .
Nous noterons Gm le groupe multiplicatif sur S, et µn le sche´ma en groupe des racines
n-ie`mes de l’unite´ sur S.
Si G est un S-sche´ma en groupes, nous noterons e´galement G le log sche´ma en groupes
obtenu en munissant G de la log structure image re´ciproque de celle de S. Tous les log
sche´mas en groupes conside´re´s ici sont obtenus de cette manie`re.
2.2 Images directes sur le site lisse
Tous les morphismes de sites conside´re´s ici donnent lieu a` des morphismes de topos
au sens de [SGA 4, expose´ IV] (en particulier, le foncteur image inverse est exact, et le
foncteur image directe est exact a` gauche, et envoie les injectifs sur des injectifs).
Pour tout morphisme de log sche´mas T → S, son pull-back TU → U par j est un
morphisme de sche´mas. De plus, cette ope´ration transforme les recouvrements pour la
topologie Kummer plate en recouvrements pour la topologie fppf. On obtient ainsi un
morphisme de sites
j : (Sch/U)pl −→ (fs/S)kpl
qui est un morphisme de localisation. Nous noterons d’autre part
jcl : (Lis/U)e´t −→ (Lis/S)e´t
le morphisme (classique) entre sites lisses.
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Suivant les notations de Kato, nous appellerons ε le morphisme de sites
ε : (fs/S)kpl −−−→ (fs/S)pl
qui consiste a` comparer la topologie Kummer log plate et la topologie fppf classique.
Nous conside´rerons e´galement le morphisme de sites
q : (fs/S)kpl −−−→ (Lis/S)e´t
obtenu en composant les morphismes
(fs/S)kpl
ε
−−−→ (fs/S)pl
m
−−−→ (Lis/S)e´t
ou` m est un morphisme de comparaison de la topologie fppf et de la topologie e´tale.
Lemme 2.2.1. On a l’e´galite´ q∗Gm,log = (jcl)∗Gm,U sur le site lisse de S.
De´monstration. De´coule de la proposition-de´finition 2.1.1.
Il est bien connu que le morphisme naturel Gm → (jcl)∗Gm,U est un monomorphisme
sur le site lisse. Nous de´finissons alors le faisceau D par la suite exacte
0 −−−→ Gm −−−→ (jcl)∗Gm,U −−−→ D −−−→ 0 (2.2.1)
sur le site lisse de S. On constate aussitoˆt que la restriction DZar du faisceau D au (petit)
site Zariski de X est donne´e par
DZar =
r⊕
m=1
ZDm
ou` D1, . . . , Dr sont les composantes irre´ductibles de D. Si ces dernie`res sont en outre
ge´ome´triquement unibranches, alors une telle description de D est valable sur le site lisse
tout entier, d’apre`s [SGA 7, expose´ VIII, 6.9].
The´ore`me 2.2.2. On dispose d’un isomorphisme canonique
m∗(R
1ε∗Gm) ≃ D ⊗Z Q/Z
entre faisceaux sur le site lisse de S.
De´monstration. D’apre`s [Ka2, Theorem 4.1] ou [Ni, Theorem 3.12], nous avons un iso-
morphisme canonique
R1ε∗Gm ≃ lim
−→
Hom(µn,Gm)⊗Z (Gm,log/Gm)
ou` le faisceau quotient (Gm,log/Gm) est calcule´ pour la topologie fppf (ou la topologie
e´tale, ce qui revient ici au meˆme). En vertu du lemme 2.2.1 et de la suite (2.2.1), la
restriction de ce quotient au site lisse n’est autre que D. Par ailleurs, la limite inductive
des Hom(µn,Gm) est le faisceau constant Q/Z, d’ou` le re´sultat.
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La proposition qui suit de´coule de [GB III, Appendice].
Proposition 2.2.3. Soit G un S-sche´ma en groupes lisse. Alors R1q∗G = m∗(R
1ε∗G).
De´monstration. D’apre`s [GB III, Appendice, the´ore`me 11.7], sous les hypothe`ses envi-
sage´es, Rim∗G = 0 pour tout i > 0. En effet, on peut remplacer le gros site (fs/S)pl par
le petit site (Sch/S)pl et on se retrouve dans une situation de comparaison de la coho-
mologie fppf et de la cohomologie e´tale. Il ne reste plus qu’a` de´river le foncteur compose´
q∗ = m∗ ◦ ε∗ (en remarquant au passage que q∗G = G).
Corollaire 2.2.4. On dispose d’un isomorphisme canonique
R1q∗Gm ≃ D ⊗Z Q/Z
entre faisceaux sur le site lisse de S.
Lemme 2.2.5. Avec les notations pre´ce´dentes, R1q∗Gm,log = 0.
De´monstration. On peut traduire l’e´galite´ R1q∗Gm,log = 0 de la fac¸on suivante : pour tout
localise´ strict S de S, on a
H1kpl(S,Gm,log) = 0
Ce re´sultat a e´te´ montre´ par Kato (voir [Ka2, Corollary 5.2] ou [Ni, Corollary 3.21]).
Proposition 2.2.6. Dans le diagramme commutatif
H1e´t(S, (jcl)∗Gm,U)
q∗
−−−→ H1kpl(S,Gm,log)
j∗
cl
y
yj∗
H1e´t(U,Gm,U) −−−→ H
1
pl(U,Gm,U)
toutes les fle`ches sont des isomorphismes.
De´monstration. La fle`che q∗ est un isomorphisme car R1q∗Gm,log = 0 d’apre`s le lemme
2.2.5. La fle`che j∗cl est un isomorphisme car, le sche´ma S e´tant re´gulier, ses anneaux
locaux sont factoriels et, par un raisonnement standard, R1(jcl)∗Gm,U = 0 en cohomologie
e´tale. Enfin, la fle`che horizontale du bas est un isomorphisme d’apre`s [GB III, Appendice,
the´ore`me 11.7]. On en de´duit que j∗ est un isomorphisme.
2.3 Un faisceau quotient
D’apre`s [Ka2, Proposition 4.2] on dispose, pour tout entier n ≥ 1, d’une suite exacte
pour la topologie Kummer plate (dite suite exacte de Kummer)
0 −−−→ µn −−−→ Gm,log −−−→ Gm,log −−−→ 0. (2.3.1)
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Dans le cas ou` n est inversible sur S, cette suite est exacte pour la topologie Kummer
e´tale (voir [I02, 2.7 (d)]).
Nous noterons (Gm,log/Gm)
kpl le quotient de Gm,log par Gm dans la cate´gorie des
faisceaux abe´liens sur (fs/S)kpl.
Lemme 2.3.1. Pour tout entier n ≥ 1, la multiplication par n est un automorphisme du
faisceau (Gm,log/Gm)
kpl.
De´monstration. On compare les suites exactes de Kummer (en cohomologie Kummer log
plate) donne´es par la multiplication par n sur les faisceauxGm etGm,log (pour l’exactitude
de ces suites, on consultera [Ka2, Proposition 4.2]). Comme les deux noyaux sont e´gaux
(au groupe µn), on en de´duit le re´sultat par le lemme des neuf.
Soit la suite exacte sur le site Kummer plat
0 −−−→ Gm −−−→ Gm,log −−−→ (Gm,log/Gm)
kpl −−−→ 0 (2.3.2)
en prenant l’image directe par q on obtient sur le site lisse la suite
0 −→ Gm −→ j∗Gm,U −→ q∗(Gm,log/Gm)
kpl −→ R1q∗Gm −→ R
1q∗Gm,log
dans laquelle R1q∗Gm,log = 0 d’apre`s le lemme 2.2.5. D’autre part, le quotient Gm/j∗Gm,U
sur le site lisse est D. On en de´duit une suite exacte courte
0 −−−→ D −−−→ q∗(Gm,log/Gm)
kpl −−−→ R1q∗Gm −−−→ 0
que nous allons expliciter un peu plus.
Lemme 2.3.2. Avec les notations pre´ce´dentes, nous avons
q∗(Gm,log/Gm)
kpl = D ⊗Z Q
sur le site lisse de S.
De´monstration. D’apre`s le lemme 2.3.1, le faisceau (Gm,log/Gm)
kpl est uniquement divi-
sible. Il en est donc de meˆme de son image par q∗. Mais cette dernie`re contient D, donc
contient force´ment D ⊗Z Q (qui est en quelque sorte l’enveloppe uniquement divisible de
D). Plus exactement, l’injection canonique D → q∗(Gm,log/Gm)
kpl se factorise
D −−−→ D ⊗Z Q
h
−−−→ q∗(Gm,log/Gm)
kpl
On en de´duit un monomorphisme canonique de faisceaux
D ⊗Z Q/Z −→ R
1q∗Gm
qui est un isomorphisme d’apre`s le corollaire 2.2.4. On en de´duit aise´ment que h est un
isomorphisme.
Remarque 2.3.3. On peut aussi conside´rer le quotient (Gm,log/Gm)
ke´t dans la cate´gorie
des faisceaux abe´liens sur (fs/S)ke´t. La multiplication par n est un automorphisme de ce
faisceau si et seulement si n est inversible sur S. On peut alors transposer en cohomologie
log e´tale les re´sultats des paragraphes 2 et 3 en remplac¸ant Q par le sous-anneau de Q
engendre´ par les inverses des entiers inversibles sur S.
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3 Fibre´s en droites logarithmiques
3.1 Diviseurs a` coefficients rationnels
Le sche´ma S e´tant re´gulier, le groupe Div(S) des diviseurs de Cartier sur S est iso-
morphe au groupe Z1(S) des cycles de codimension 1 de S (voir [EGA IV, 21.6.9]). Nous
comettrons un abus de langage en identifiant ces deux groupes. D’autre part, nous no-
terons DivPrinc(S) le sous-groupe des diviseurs principaux (que nous identifierons au
sous-groupe des cycles principaux). Sous les hypothe`ses envisage´es, il est bien connu que
le groupe Pic(S) = H1pl(S,Gm) est isomorphe a` Div(S)/DivPrinc(S). Notre but est de
donner ici une description analogue du groupe H1kpl(S,Gm).
De´finition 3.1.1. On appelle groupe des diviseurs a` coefficients rationnels au-dessus de
D, et l’on note DivRat(S,D), le sous-groupe de Div(S)⊗ZQ constitue´ des diviseurs dont
la restriction a` U est a` coefficients entiers.
Remarque 3.1.2. Il semblerait le´gitime d’appeler DivRat(S,D) le groupe des diviseurs
logarithmiques sur S. On ve´rifie aise´ment que
DivRat(S,D) = Div(U)⊕
r⊕
m=1
Q.Dm
The´ore`me 3.1.3. On dispose d’un isomorphisme canonique
DivRat(S,D)/DivPrinc(S)
∼
−−−→ H1kpl(S,Gm)
De´monstration. En vertu du lemme 2.3.2, on peut e´crire
Γ(S, (Gm,log/Gm)
kpl) =
r⊕
m=1
Q.Dm
et d’autre part on sait que Γ(S,Gm,log) = Γ(U,Gm). Ainsi, la suite exacte (2.3.2) de
faisceaux pour la topologie Kummer log plate donne lieu a` la suite exacte du bas dans
le diagramme commutatif ci-dessous, la suite du haut provenant quant a` elle de la suite
(2.2.1) de faisceaux e´tales sur le site lisse.
Γ(U,Gm) −−−→
⊕r
m=1 Z.Dm −−−→ Pic(S) −−−→ Pic(U) → 0∥∥∥
y
y
y
Γ(U,Gm) −−−→
⊕r
m=1 Q.Dm −−−→ H
1
kpl(S,Gm) −−−→ H
1
kpl(S,Gm,log)
On sait enfin (proposition 2.2.6) que la fle`che verticale de droite est un isomorphisme.
Par conse´quent, la fle`che en bas a` droite est e´galement surjective. On en de´duit que le
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carre´ du milieu est cocarte´sien, c’est-a`-dire que H1kpl(S,Gm) est isomorphe a` la somme
amalgame´e des deux fle`ches provenant de ⊕rm=1Z.Dm.
D’autre part on ve´rifie aise´ment que le carre´
⊕r
m=1 Z.Dm −−−→ Div(S)/DivPrinc(S)y
y
⊕r
m=1Q.Dm −−−→ DivRat(S,D)/DivPrinc(S)
est cocarte´sien. Comme la partie supe´rieure gauche de ce carre´ est isomorphe a` celle du
carre´ pre´ce´dent, on en de´duit que les deux carre´s sont canoniquement isomorphes, d’ou`
le re´sultat.
Corollaire 3.1.4. On dispose d’une suite exacte
0 −−−→ Pic(S) −−−→ H1kpl(S,Gm)
ν
−−−→
⊕r
m=1(Q/Z).Dm −−−→ 0
D’autre part, le morphisme naturel
ξ : H2pl(S,Gm) −→ H
2
kpl(S,Gm)
est injectif.
De´monstration. On dispose d’une suite exacte (de´duite de suite spectrale)
0 −→ Pic(S) −→ H1kpl(S,Gm)
ν
−−−→ (D ⊗Z (Q/Z))(S) −→ ker(ξ) −→ 0
D’apre`s le the´ore`me 3.1.3, la fle`che ν s’identifie a` la fle`che naturelle
DivRat(S,D)/DivPrinc(S) −−−→
⊕r
m=1(Q/Z).Dm
de´duite par passage au quotient de la projection naturelle
DivRat(S,D) −→
r⊕
m=1
Q.Dm
On en de´duit que ν est surjective. Par conse´quent, ker(ξ) = 0.
Remarque 3.1.5. Si N ∈ DivRat(S,D) est un diviseur a` coefficients rationnels au-
dessus de D, nous noterons [N ] sa classe modulo DivPrinc(S). Remarquons au passage
un phe´nome`ne qui pourrait preˆter a` confusion : supposons que Dα soit une composante
irre´ductible de D telle que [Dα] = 0, alors pour tout n ∈ N
∗, la classe [ 1
n
Dα] est un e´le´ment
d’ordre exactement n dans DivRat(S,D)/DivPrinc(S). En d’autres termes, le symbole
[−] n’est pas Q-line´aire (il est en revanche Z-line´aire).
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3.2 The´orie de Kummer
Si l’on restreint a` U la suite de Kummer (en cohomologie log plate) pour le faisceau
Gm,log (a` l’aide du foncteur de localisation j
∗), on trouve la suite exacte de Kummer
usuelle pour la topologie fppf sur U .
Soit n ≥ 1 un entier. Par passage a` la cohomologie dans la suite de Kummer log plate
(2.3.1) (resp. dans la suite de Kummer classique sur U) on obtient la premie`re (resp.
deuxie`me) ligne du diagramme suivant
0 −−−→ Gm,log(S)/n −−−→ H
1
kpl(S, µn) −−−→ H
1
kpl(S,Gm,log)[n] −−−→ 0y
y
y
0 −−−→ Gm(U)/n −−−→ H
1
pl(U, µn) −−−→ Pic(U)[n] −−−→ 0
(3.2.1)
dans laquelle les fle`ches verticales sont obtenues par restriction a` U .
Proposition 3.2.1. Pour tout entier n ≥ 1, le morphisme de restriction
j∗ : H1kpl(S, µn) −→ H
1
pl(U, µn)
est un isomorphisme.
De´monstration. Examinons le diagramme (3.2.1). Par de´finition de Gm,log, la fle`che ver-
ticale de gauche est un isomorphisme. D’apre`s la proposition 2.2.6, la fle`che verticale de
droite est e´galement un isomorphisme. On en de´duit que la fle`che verticale du milieu est
un isomorphisme.
Proposition 3.2.2. Pour tout entier n ≥ 1, on dispose d’une suite exacte
0→ H1pl(S, µn)→ H
1
kpl(S, µn)
νn
−−−→
⊕r
m=1(
1
n
Z/Z).Dm
θn
−−−→ Pic(S)/n→ Pic(U)/n
ou` la fle`che θn est l’application naturelle qui, pour tout m, envoie
1
n
.Dm sur la classe de
[Dm] modulo nPic(S).
De´monstration. Le groupe µn e´tant fini et plat sur S, nous avons d’apre`s Kato (voir [Ka2,
Theorem 4.1] ou [Ni, Theorem 3.12]) un isomorphisme canonique
m∗(R
1ε∗µn) ≃ D ⊗Z
1
n
Z/Z
semblable a` celui du the´ore`me 2.2.2. La suite exacte de l’e´nonce´ est une e´manation de la
suite spectrale
0 −→ H1pl(S, µn) −→ H
1
kpl(S, µn) −→ (D ⊗Z
1
n
Z/Z)(S) −→ ker(ξn)
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ou`
ξn : H
2
pl(S, µn) −→ H
2
kpl(S, µn)
est le morphisme naturel. Conside´rons le diagramme commutatif, a` lignes exactes, dans
lequel la premie`re (resp. deuxie`me) ligne provient de la suite exacte de Kummer pour Gm
en cohomologie fppf (resp. Kummer log plate).
0 −−−→ H1pl(S,Gm)/n −−−→ H
2
pl(S, µn) −−−→ H
2
pl(S,Gm)[n] −−−→ 0
ρn
y ξn
y ξ
y
0 −−−→ H1kpl(S,Gm)/n −−−→ H
2
kpl(S, µn) −−−→ H
2
kpl(S,Gm)[n] −−−→ 0
D’apre`s le corollaire 3.1.4, on sait que ξ est injectif. On en de´duit que ker(ξn) = ker(ρn),
ou` ρn est le morphisme induit par le morphisme naturel. En vertu du the´ore`me 3.1.3, ρn
s’identifie au morphisme naturel
ρ′n : (Div(S)/DivPrinc(S))/n −→ (DivRat(S,D)/DivPrinc(S))/n
qui se re´e´crit
ρ′n : (Div(S)/n)/Hn −→ (DivRat(S,D)/n)/Hn
ou` Hn est l’image de DivPrinc(S) dans Div(S)/n. D’autre part, nous avons
nDivRat(S,D) = nDiv(U)⊕
r⊕
m=1
Q.Dm
d’ou`
DivRat(S,D)/n = Div(U)/n
et
(DivRat(S,D)/n)/Hn = Pic(U)/n
Au final, ρ′n est l’application naturelle
Pic(S)/n −→ Pic(U)/n
ce qui permet de conclure.
Remarque 3.2.3. Soit Ω un diviseur a` coefficients dans 1
n
Z/Z, que nous noterons
Ω =
r∑
m=1
ωm
n
.Dm
les ωm e´tant des e´le´ments de Z/nZ. Si les km sont des repre´sentants entiers des ωm, nous
dirons que le diviseur
M :=
r∑
m=1
km.Dm
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est un n-rele`vement de Ω. Avec les notations de la proposition 3.2.2, θn(Ω) est alors e´gal
a` la classe de [M ] modulo nPic(S).
D’apre`s la proposition 3.2.2, e´tant donne´ un µn-torseur log plat T → S, on peut lui
associer un diviseur νn(T ) a` coefficients dans
1
n
Z/Z. En outre, θn(νn(T )) = 0 ce qui signifie
que tout n-rele`vement de νn(T ) est une puissance n-ie`me dans Pic(S). Ceci nous preˆte a`
croire, de fac¸on un peu image´e, que le torseur T est obtenu par extraction d’une racine
n-ie`me de ce rele`vement. Nous pre´cisons ce point de vue dans [G3] en montrant que les
µn-torseurs log plats correspondent aux reveˆtements cycliques uniformes au sens de [AV].
4 Applications aux varie´te´s abe´liennes
4.1 Prolongement d’extensions et de biextensions
Dans ce paragraphe, nous conside´rons le cas particulier suivant : S est un trait, de
point ferme´ s = Spec(k) et de point ge´ne´rique η = Spec(K). Nous noterons, comme
d’habitude, i : s → S et j : η → S les immersions canoniques. Nous prenons D e´gal au
point ferme´ de S, de sorte que S se retrouve muni de sa log structure canonique.
Dans ce contexte, la suite (2.2.1) se re´crit
0 −−−→ Gm −−−→ (jcl)∗Gm,η
λ
−−−→ i∗Zk −−−→ 0 (4.1.1)
la fle`che λ e´tant induite par la valuation.
Le lecteur attentif remarquera le paralle`le volontaire entre l’e´nonce´ ci-dessous et celui
de [SGA 7, expose´ VIII, the´ore`me 7.1].
The´ore`me 4.1.1. (i) Soit P un sche´ma en groupes commutatif lisse sur S. Supposons
que le groupe des composantes de la fibre spe´ciale de P ,
Φ := Ps/P
0
s
soit un groupe de torsion. Alors le morphisme de restriction a` la fibre ge´ne´rique
j∗ : Ext1kpl(P,Gm) −→ Ext
1
pl(Pη,Gm,η)
est injectif. Si de plus il existe un entier m > 0 tel que mΦ = 0 (ce qui est le cas en
particulier si P est de type fini), alors j∗ est un isomorphisme.
(ii) Soient P et Q deux sche´mas en groupes commutatifs lisses sur S, posons
Φ := Ps/P
0
s , Ψ := Qs/Q
0
s
et supposons que Φ ou Ψ soit un groupe de torsion. Alors le morphisme de restriction
a` la fibre ge´ne´rique
j∗ : Biext1kpl(P,Q;Gm) −→ Biext
1
pl(Pη, Qη;Gm,η)
est injectif. Si de plus il existe un entier m > 0 tel que mΦ = 0 ou mΨ = 0, alors
j∗ est un isomorphisme.
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Comme P est un objet du site (Lis/S)e´t, nous avons q
∗P = P , d’ou` un isomorphisme
canonique
Hom(P,−) ≃ Hom(P, q∗−) (4.1.2)
ou` le membre de droite est calcule´ dans la cate´gorie des faisceaux sur (Lis/S)e´t. Ceci nous
permet d’e´noncer un premier lemme.
Lemme 4.1.2. Avec les notations pre´ce´dentes, la relation
Hom(P, (Gm,log/Gm)
kpl) = 0
est ve´rifie´e si Φ est de torsion. Dans ce cas, le morphisme naturel
Ext1kpl(P,Gm) −→ Ext
1
kpl(P,Gm,log)
est injectif.
De´monstration. Par la relation d’adjonction (4.1.2), il suffit de montrer que
Hom(P, q∗(Gm,log/Gm)
kpl) = 0
D’apre`s le lemme 2.3.2, q∗(Gm,log/Gm)
kpl = D⊗ZQ = i∗Qk (lequel est un faisceau constant
tronque´ sans torsion). De nouveau par adjonction, il vient
Hom(P, i∗Qk) = Hom(Ps,Qk)
Comme P 0s est connexe, on sait que Hom(P
0
s ,Qk) = 0, d’ou`
Hom(Ps,Qk) = Hom(Φ,Qk)
Ce dernier est nul si Φ est de torsion, d’ou` le re´sultat. Le second point de´coule du premier
en appliquant le foncteur Hom(P,−) a` la suite exacte (2.3.2).
Lemme 4.1.3. Dans le diagramme commutatif
Ext1e´t(P, (jcl)∗Gm,η)
q∗
−−−→ Ext1kpl(P,Gm,log)
j∗
cl
y
yj∗
Ext1e´t(Pη,Gm,η) −−−→ Ext
1
pl(Pη,Gm,η)
toutes les fle`ches sont des isomorphismes.
De´monstration. Le principe e´tant le meˆme que dans la preuve de la proposition 2.2.6, nous
nous contenterons de montrer que q∗ est un isomorphisme. Le point de de´part est l’isomor-
phisme canonique de foncteurs (4.1.2). Le premier foncteur de´rive´ de Hom(P,−) e´value´
sur Gm,log nous donne Ext
1
kpl(P,Gm,log). D’autre part, comme R
1q∗Gm,log = 0 (lemme
2.2.5), la suite spectrale de de´rivation des foncteurs compose´s montre qu’en de´rivant le
foncteur Hom(P, q∗−) et en l’e´valuant sur Gm,log on obtient Ext
1
e´t(P, q∗Gm,log). D’ou` le
re´sultat, sachant que q∗Gm,log = (jcl)∗Gm,η (lemme 2.2.1).
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Soit P 0 le S-sche´ma obtenu en recollant la fibre ge´ne´rique de P et la composante
neutre de sa fibre spe´ciale. Ainsi, P 0 est un sous-sche´ma en groupes ouvert de P , et nous
avons une suite exacte (pour la topologie e´tale) de S-sche´mas en groupes
0 −−−→ P 0 −−−→ P −−−→ i∗Φ −−−→ 0 (4.1.3)
Lemme 4.1.4. La fle`che de restriction a` la fibre ge´ne´rique
(j∗)0 : Ext1kpl(P
0,Gm) −→ Ext
1
pl(Pη,Gm,η)
est un isomorphisme.
De´monstration. Conside´rons le diagramme commutatif suivant
Ext1e´t(P
0,Gm)
q∗
−−−→ Ext1kpl(P
0,Gm)y
y(j∗)0
Ext1e´t(P
0, (jcl)∗Gm,η)
j∗
cl
−−−→ Ext1pl(Pη,Gm,η)
La fle`che q∗ est (clairement) injective, et j∗cl est un isomorphisme. De plus, la fle`che (j
∗)0
s’e´crit comme la compose´e des fle`ches
Ext1kpl(P
0,Gm) −→ Ext
1
kpl(P
0,Gm,log) −→ Ext
1
pl(Pη,Gm,η)
lesquelles sont toutes les deux injectives : la premie`re par le lemme 4.1.2, la deuxie`me par
le lemme 4.1.3. Donc (j∗)0 est injective. Enfin, la fle`che verticale de gauche est bijective.
Nous avons en effet une suite exacte (obtenue en appliquant le foncteur Hom(P 0,−) a` la
suite (4.1.1) sur le site lisse)
Hom(P 0, i∗Zk) −→ Ext
1
e´t(P
0,Gm) −→ Ext
1
e´t(P
0, (jcl)∗Gm,η) −→ Ext
1
e´t(P
0, i∗Zk)
dont les termes extre´maux sont nuls : celui de gauche par connexite´ de P 0s , celui de droite
en vertu de [SGA 7, expose´ VIII, proposition 5.5 (i)]. On de´duit de tout cela que (j∗)0 et
q∗ sont des isomorphismes.
De´monstration du the´ore`me 4.1.1. Montrons le point (i). En appliquant successivement
les foncteurs Hom(P,−) et Hom(P 0,−) a` la suite exacte (2.3.2) on obtient un diagramme
commutatif, a` lignes exactes
0→ Ext1kpl(P,Gm) −−−→ Ext
1
kpl(P,Gm,log) −−−→ Ext
1
kpl(P, (Gm,log/Gm)
kpl)
f0
y f1
y f2
y
0→ Ext1kpl(P
0,Gm) −−−→ Ext
1
kpl(P
0,Gm,log) −−−→ Ext
1
kpl(P
0, (Gm,log/Gm)
kpl)
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les ze´ros a` gauche e´tant de´duits du lemme 4.1.2. La fle`che j∗ de l’e´nonce´ est e´gale a`
(j∗)0 ◦f0 et on sait que (j
∗)0 est un isomorphisme d’apre`s le lemme 4.1.4. Par conse´quent,
j∗ est injective (resp. est un isomorphisme) si et seulement si f0 l’est.
Montrons tout d’abord que la fle`che f0 est injective. En composant les fle`ches
Ext1kpl(P,Gm,log)
f1
−−−→ Ext1kpl(P
0,Gm,log) −−−→ Ext
1
pl(Pη,Gm,η)
on obtient le morphisme naturel de restriction a` la fibre ge´ne´rique, qui est un isomorphisme
d’apre`s le lemme 4.1.3. Mais la deuxie`me fle`che est e´galement un isomorphisme d’apre`s
le meˆme lemme applique´ a` P 0. Ceci implique que f1 est un isomorphisme et, au vu du
diagramme pre´ce´dent, que f0 est injective.
Supposons a` pre´sent qu’il existe un entierm > 0 tel que mΦ = 0. La multiplication par
m est nulle sur le faisceau i∗Φ, et constitue un automorphisme du faisceau (Gm,log/Gm)
kpl
(d’apre`s le lemme 2.3.1). Il en re´sulte que
Ext1kpl(i∗Φ, (Gm,log/Gm)
kpl) = 0
On en de´duit, par passage a` la cohomologie dans la suite (4.1.3), que f2 est injective. En
appliquant le lemme du serpent au diagramme commutatif pre´ce´dent, on trouve que le
conoyau de f0 est nul, et f0 est un isomorphisme.
La de´monstration du point (ii) est essentiellement la meˆme. On dispose en effet,
d’apre`s [SGA 7, expose´ VII, corollaire 3.6.5] d’un isomorphisme canonique
Biext1kpl(P,Q;Gm) ≃ Ext
1
kpl(P ⊗
L Q;Gm)
ce qui permet d’appliquer le meˆme formalisme cohomologique que pre´ce´demment.
Le the´ore`me 4.1.1 permet d’effectuer une relecture, sous un e´clairage logarithmique,
du re´sultat bien connu de Grothendieck [SGA 7, expose´ VIII, the´ore`me 7.1] dans lequel
sont construites des obstructions qui mesurent le de´faut de surjectivite´ du morphisme de
restriction Ext1pl(P,Gm) −→ Ext
1
pl(Pη,Gm,η) (ainsi que du morphisme analogue pour les
groupes de biextensions).
Comme nous allons le voir, on peut retrouver a` partir du the´ore`me 4.1.1 les obstruc-
tions de´finies par Grothendieck. Pour cela, nous introduisons la suite spectrale
0 −→ Ext1pl(P,Gm) −→ Ext
1
kpl(P,Gm)
δ
−−−→ Hom(P,R1ε∗Gm) (4.1.4)
dont le dernier terme n’est autre que Hom(P, i∗(Q/Z)k) = Hom(Φ, (Q/Z)k), ainsi que son
alter ego dans le monde des biextensions
0 −→ Biext1pl(P,Q;Gm) −→ Biext
1
kpl(P,Q;Gm)
∂
−−−→ Biext0(P,Q;R1ε∗Gm) (4.1.5)
dont le dernier terme est Hom(P ⊗Q, i∗(Q/Z)k) = Hom(Φ⊗Ψ, (Q/Z)k).
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The´ore`me 4.1.5. (i) Avec les notations du the´ore`me 4.1.1 (i), supposons qu’il existe
un entier m > 0 tel que mΦ = 0. Soit Eη une extension de Pη par Gm,η, et soit
E ∈ Ext1kpl(P,Gm) l’unique prolongement de Eη. Alors le morphisme d(Eη) de´fini
par Grothendieck dans [SGA 7, expose´ VIII, 7.1.1] est e´gal a` l’image de E par le
morphisme δ de la suite (4.1.4).
(ii) Avec les notations du the´ore`me 4.1.1 (ii), supposons qu’il existe un entier m > 0
tel que mΦ = 0 ou mΨ = 0. Soit Eη une biextension de (Pη, Qη) par Gm,η, et soit
E ∈ Biext1kpl(P,Q;Gm) l’unique prolongement de Eη. Alors le morphisme d(Eη)
de´fini par Grothendieck dans [SGA 7, expose´ VIII, 7.1.2] est e´gal a` l’image de E
par le morphisme ∂ de la suite (4.1.5).
De´monstration. Montrons le (i). On peut re´sumer la situation par le diagramme
Ext1kpl(P,Gm)
δ
−−−→ Hom(P, i∗(Q/Z)k) = Hom(Φ, (Q/Z)k)
τ
y
yc
Ext1e´t(P, (jcl)∗Gm,η)
λ∗
−−−→ Ext1e´t(P, i∗Zk)
(4.1.6)
dans lequel la fle`che τ est obtenue en combinant les isomorphismes
Ext1kpl(P,Gm) −−−→ Ext
1
pl(Pη,Gm,η) ←−−− Ext
1
e´t(P, (jcl)∗Gm,η)
du the´ore`me 4.1.1 (i) et du lemme 4.1.3. La fle`che c est le cobord obtenu en appliquant
le foncteur Hom(P,−) a` la suite exacte
0 −−−→ i∗Zk −−−→ i∗Qk −−−→ i∗(Q/Z)k −−−→ 0
lequel cobord est d’ailleurs un isomorphisme d’apre`s [SGA 7, expose´ VIII, proposition 5.5
(ii)]. La fle`che λ∗ est induite par le morphisme λ de la suite (4.1.1).
Soit E ∈ Ext1kpl(P,Gm), alors τ(E) est l’unique prolongement de Eη en une extension
de P par (jcl)∗Gm,η sur le site lisse. D’autre part, il apparaˆıt clairement a` la lecture de la
de´monstration de [SGA 7, expose´ VIII, the´ore`me 7.1] que le morphisme d(Eη) est l’image
de τ(E) par le morphisme c−1 ◦λ∗. Autrement dit, pour montrer le re´sultat voulu, il suffit
de montrer que (4.1.6) est commutatif, ce que nous allons faire.
On constate tout d’abord, a` la lueur du lemme 4.1.3 et de la de´monstration du
the´ore`me 4.1.1, que τ est obtenu en combinant les isomorphismes
Ext1kpl(P,Gm) −−−→ Ext
1
kpl(P,Gm,log)
q∗
←−−− Ext1e´t(P, (jcl)∗Gm,η)
ce qui se traduit concre`tement de la fac¸on suivante : soit E ∈ Ext1kpl(P,Gm), et soit E
′
l’image de E dans Ext1kpl(P,Gm,log). Par construction, nous avons un diagramme commu-
tatif (a` lignes exactes) de faisceaux pour la topologie log plate
0 −−−→ Gm −−−→ E −−−→ P −−−→ 0y
y
∥∥∥
0 −−−→ Gm,log −−−→ E
′ −−−→ P −−−→ 0
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dont on de´duit, par le lemme des neuf, que E ′/E ≃ (Gm,log/Gm)
kpl. En prenant l’image
par le foncteur q∗ de ce diagramme sur le site lisse, on trouve, compte tenu de la nullite´
de R1q∗Gm,log, un diagramme commutatif a` lignes exactes
0 −−−→ Gm −−−→ q∗E −−−→ P
δ(E)
−−−→ R1q∗Gmy
y
∥∥∥
0 −−−→ (jcl)∗Gm,η −−−→ q∗E
′ −−−→ P −−−→ 0
dans lequel la ligne du bas est l’extension τ(E). Mais on sait que E ′/E ≃ (Gm,log/Gm)
kpl
et par suite q∗(E
′/E) ≃ i∗Qk d’apre`s le lemme 2.3.2. D’autre part, R
1q∗Gm = i∗(Q/Z)k
d’apre`s le corollaire 2.2.4. En rassemblant tout cela on en de´duit le diagramme commutatif
suivant, a` lignes et colonnes exactes
0 −−−→ Gm −−−→ q∗E −−−→ ker(δ(E)) −−−→ 0y
y
y
0 −−−→ (jcl)∗Gm,η −−−→ q∗E
′ −−−→ P −−−→ 0
λ
y
y
yδ(E)
0 −−−→ i∗Zk −−−→ i∗Qk −−−→ i∗(Q/Z)k −−−→ 0
Examinons les deux lignes infe´rieures de ce diagramme. Par un argument d’alge`bre ho-
mologique, on peut en de´duire que le pull-back de la suite du bas par le morphisme δ(E) :
P → i∗(Q/Z)k est e´gal au push-forward de la suite du milieu (qui n’est autre que l’exten-
sion τ(E)) par le morphisme λ : (jcl)∗Gm,η → i∗Zk. Autrement dit, c(δ(E)) = λ∗(τ(E)), et
par conse´quent le diagramme (4.1.6) est commutatif, ce qu’on voulait. La de´monstration
du (ii) est essentiellement la meˆme.
Remarque 4.1.6. Dans le cas ou` P 0 est un sche´ma semi-abe´lien sur S (c’est-a`-dire que
ses fibres sont extensions de varie´te´s abe´liennes pas des tores), il est probablement possible
d’e´tablir un lien entre le the´ore`me 4.1.1 et la the´orie des log sche´mas abe´liens, de´veloppe´e
par Kajiwara, Kato et Nakayama dans [KKN].
Remarque 4.1.7. Avec les notations de 4.1.1 (i), supposons qu’il existe un entier m > 0
tel que mΦ = 0. Alors on dispose d’isomorphismes canoniques
Ext1kpl(P,Gm) ≃ Ext
1
kpl(P,Gm,log) ≃ Ext
1
pl(Pη,Gm,η)
Par contre, si l’on remplace la topologie Kummer plate par la topologie Kummer e´tale,
alors ce re´sultat n’est plus vrai en ge´ne´ral. En effet (cf. remarque 2.3.3), la multiplication
par n dans le faisceau quotient (Gm,log/Gm)
ke´t n’est un isomorphisme que si n est premier
a` la caracte´ristique re´siduelle ℓ du trait S. La partie de ℓ-torsion du groupe Φ constitue
alors une obstruction a` prolonger les extensions en topologie Kummer e´tale.
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On peut e´noncer des re´sultats analogues a` ceux du the´ore`me 4.1.1 dans le cas ge´ne´ral
ou` S n’est plus force´ment un trait. On s’y rame`ne en remarquant que, si s est un point
de codimension 1 de S qui appartient au support de D, alors la log structure induite sur
le trait Spec(OS,s) par celle de S n’est autre que la log structure canonique.
Corollaire 4.1.8. Supposons que S soit comme dans le paragraphe 2.1. Si, pour chaque
point s de codimension 1 de S qui appartient au support de D, les hypothe`ses du the´ore`me
4.1.1 sont satisfaites, alors les conclusions analogues sont valables pour le morphisme j∗
de restriction a` l’ouvert U .
4.2 Accouplements divers
A pre´sent S est (nœthe´rien re´gulier) de dimension 1, de point ge´ne´rique η = Spec(K).
Soit A (resp. At) le mode`le de Ne´ron d’une K-varie´te´ abe´lienne (resp. de sa varie´te´ duale),
on note U ⊆ S l’ouvert de bonne re´duction de A. Nous munissons S de la log structure
de´finie par l’ouvert U .
On note WU la biextension de Weil de (AU ,A
t
U) par Gm,U (pour la topologie fppf),
laquelle traduit la dualite´ entre les sche´mas abe´liens AU et A
t
U . Son Gm,U -torseur sous-
jacent est le fibre´ de Poincare´.
On note A0 le S-sche´ma obtenu en recollant la fibre ge´ne´rique de A avec les com-
posantes neutres de ses fibres spe´ciales. On note Φ le faisceau quotient A/A0 que l’on
appelle, par abus de langage, le groupe des composantes de A. En fait, on peut e´crire
Φ =
⊕
s∈D
i∗Φs =
⊕
s∈D
i∗(As/A
0
s).
On note Φ′ le groupe des composantes de At. On appelle (e´galement par abus) accou-
plement de monodromie l’objet obtenu en recollant, pour chaque s ∈ D, l’accouplement
de´fini par [SGA 7, expose´ IX, 1.2.1] (apre`s changement de base Spec(OS,s)→ S).
Si Γ ⊆ Φ est un sous-groupe ouvert de Φ, on note AΓ l’image re´ciproque de Γ par le
morphisme naturel A → Φ. Il s’agit d’un sous-groupe ouvert de A.
Supposons que Γ ⊆ Φ et Γ′ ⊆ Φ′ soient des sous-groupes ouverts de Φ et Φ′. Si Γ
et Γ′ sont orthogonaux sous l’accouplement de monodromie, alors il existe une unique
biextension de (AΓ,At,Γ
′
) par Gm prolongeant WU , que nous noterons W
Γ,Γ′.
Proposition 4.2.1. (1) Il existe une unique biextension W log de (A,At) par Gm (pour
la topologie log plate) prolongeant la biextension de Weil WU .
(2) Soit ∂ le morphisme
∂ : Biext1kpl(A,A
t;Gm) −→ Hom(Φ⊗ Φ
′,
⊕
s∈D
i∗(Q/Z)s)
de´fini comme dans la suite exacte (4.1.5). Alors ∂(W log) n’est autre que l’accouple-
ment de monodromie.
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(3) Supposons que Γ et Γ′ soient orthogonaux sous l’accouplement de monodromie. Alors
la restriction de W log a` (AΓ,At,Γ
′
) est e´gale a` W Γ,Γ
′
.
De´monstration. (1) De´coule du corollaire 4.1.8. (2) De´coule du the´ore`me 4.1.5 (ii). (3) Il
suffit d’invoquer l’unicite´ du prolongement de WU en une biextension de (A
Γ,At,Γ
′
) par
Gm pour la topologie Kummer plate (the´ore`me 4.1.1 (ii)).
Si E est une biextension de (P,Q) par Gm, nous noterons t(E) le Gm-torseur sous-
jacent sur P ×S Q.
Nous pouvons a` pre´sent de´finir deux accouplements. Le premier est celui construit par
Mazur et Tate dans [MT, Remark 3.5.3], le second est son analogue logarithmique.
De´finition 4.2.2. (1) Supposons que Γ et Γ′ soient orthogonaux sous l’accouplement
de monodromie. L’accouplement de classes (relativement au couple (Γ,Γ′)) est l’ap-
plication biline´aire de´finie par
AΓ(S)×At,Γ
′
(S) −→ Pic(S)
(x, y) 7−→ (x× y)∗(t(W Γ,Γ
′
))
(2) L’accouplement de classes logarithmique est l’application biline´aire de´finie par
A(S)×At(S) −→ H1kpl(S,Gm)
(x, y) 7−→ (x× y)∗(t(W log))
Nous noterons < −,− >log cet accouplement dans la suite.
Proposition 4.2.3. (1) On dispose d’un diagramme commutatif
AΓ(S)×At,Γ
′
(S) −−−→ Pic(S)
y
y
A(S)×At(S) −−−→ H1kpl(S,Gm)
dans lequel les fle`ches horizontales sont les accouplements, et les fle`ches verticales
sont les inclusions canoniques.
(2) Supposons que S soit un trait. Alors on a un diagramme commutatif
A(S)×At(S) −−−→ H1kpl(S,Gm)y
∥∥∥
Φ(k)× Φ′(k) −−−→ Q/Z
ou` la fle`che horizontale du bas est induite par l’accouplement de monodromie, et la
fle`che verticale de gauche est obtenue par re´duction a` la fibre spe´ciale.
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De´monstration. Le point (1) est une conse´quence imme´diate de la proposition 4.2.1. Le
point (2) de´coule du the´ore`me 4.1.5 (ii), et de l’observation suivante (que l’on applique a`
la biextension W log) : e´tant donne´ une biextension E ∈ Biext1kpl(P,Q;Gm), le morphisme
∂(E) : P ⊗Q→ R1ε∗Gm de la suite spectrale (4.1.5) s’obtient en faisceautisant (pour la
topologie fppf, par rapport a` l’argument T ) le morphisme P (T )⊗ Q(T ) → H1kpl(T,Gm)
qui a` x ⊗ y associe (x × y)∗(t(E)), T de´signant ici un S-sche´ma variable que l’on munit
de la log structure image re´ciproque de celle de S.
En fait, il ressort de la lecture de [MB] que l’accouplement de classes logarithmique
peut s’exprimer en termes d’intersection. Ceci fait l’objet du paragraphe qui suit.
4.3 Torseurs cubistes
Nous renvoyons le lecteur a` [MB, chap. I, 2.4.5] pour la notion de torseur cubiste dans
un cadre toposique ge´ne´ral. E´tant donne´s deux groupes commutatifs A et G d’un topos,
la cate´gorie des G-torseurs cubistes sur A, munie du produit tensoriel, est une cate´gorie
de Picard strictement commutative (au sens de [SGA 4, expose´ XVIII, 1.4.2]). On note
Cub(A,G) le groupe des classes d’isomorphie d’objets de cette cate´gorie.
Nous allons nous inte´resser ici auxGm-torseurs cubistes dans la cate´gorie des faisceaux
pour la topologie Kummer plate.
Nous reprenons les hypothe`ses et notations du paragraphe pre´ce´dent.
Remarque 4.3.1. Comme le morphisme structural f : A → S est lisse, la log structure
induite sur A par celle de S est la log structure associe´e a` l’ouvert f−1(U). Ce dernier
est le comple´mentaire du diviseur f ∗(D) e´gal a` la somme des fibres de A au-dessus des
points de D. Les Gm-torseurs sur A pour la topologie Kummer plate sont donc de´crits
par le the´ore`me 3.1.3.
Proposition 4.3.2. Le morphisme de restriction
Cubkpl(A,Gm) −→ Cubpl(AU ,Gm,U)
est un isomorphisme. Si L est un Gm-torseur cubiste sur AU , nous noterons L
log son
unique prolongement cubiste.
De´monstration. En vertu de [MB, chap. I, 2.5.4], on peut se ramener a` un proble`me de
prolongement de certaines biextensions de (AU ,AU) par Gm. L’existence et l’unicite´ d’un
tel prolongement de´coulent alors du corollaire 4.1.8.
La proposition ci-dessous est une simple retranscription de [MB, chap. III, 1.4].
Proposition 4.3.3. (i) Soit L ∈ Pic(AU) un fibre´ en droites sur AU . Soit n un en-
tier qui annule le groupe Φ des composantes de A. Alors L⊗2n admet un unique
prolongement cubiste a` A, on le note (L⊗2n)∼.
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(ii) Soit σ une section me´romorphe de L, et soit (σ⊗2n)∼ la section me´romorphe de
(L⊗2n)∼ prolongeant σ⊗2n. On de´finit un e´le´ment div(σ)∼ de DivRat(A, f ∗(D)) en
posant
div(σ)∼ =
1
2n
div((σ⊗2n)∼)
On constate que div(σ)∼ est un prolongement de div(σ), et satisfait le the´ore`me du
cube ( i. e. son D3 est principal, avec les notations de [MB, chap. I, 1.1]). En outre,
il est caracte´rise´ par ces proprie´te´s, a` un e´le´ment de ⊕s∈D Z.As pre`s.
(iii) Le prolongement cubiste logarithmique Llog de L sur A est la classe de div(σ)∼
modulo DivPrinc(A).
De´monstration. (i) Voir [MB, chap. II, 1.2.1] dans le cas ou` S est un trait. Le cas ou` S
est re´gulier de dimension 1 en de´coule aise´ment. (ii) Voir [MB, chap. III, 1.4] dans le cas
ou` S est un trait. (iii) D’apre`s le point pre´ce´dent, la classe de div(σ)∼ est un Gm-torseur
(pour la topologie Kummer log plate) cubiste qui prolonge L. Il est donc e´gal a` Llog par
unicite´ d’un tel prolongement (prop. 4.3.2).
On peut a` pre´sent traduire l’accouplement de classes en termes d’intersection.
Proposition 4.3.4. Soit (x, y) ∈ A(S)×At(S). Alors y de´finit un Gm-torseur (cubiste)
Ly sur AU , lequel admet un unique prolongement cubiste L
log
y sur A.
(a) Nous avons l’e´galite´
< x, y >log= x∗Llogy
(b) Soit σ une section me´romorphe de Ly telle que x ne rencontre pas div(σ) sur la fibre
ge´ne´rique, alors Llogy est la classe du diviseur
div(σ)∼ = div(σ) +
∑
s∈D
∑
γ∈Φs
m(γ).γ
ou` le premier terme de la somme est l’adhe´rence sche´matique de div(σ) dans A,
et ou` les m(γ) appartiennent a` 1
2n
Z. L’accouplement de classes se calcule alors par
intersection
< x, y >log= [x∗(div(σ))] +
∑
s∈D
[m(γs(x)).s]
ou`, pour chaque s ∈ D, γs(x) est la composante de As dans laquelle x se re´duit.
(c) Supposons que S soit un trait, de valuation v. Avec les notations pre´ce´dentes, et
modulo l’isomorphisme canonique H1kpl(S,Gm) ≃ Q/Z, nous avons
< x, y >log=< div(σ), x >v (mod Z)
ou` < div(σ), x >v est le symbole de´fini dans [MB, chap. III, 1.3] (lequel est l’oppose´
du symbole de Ne´ron en vertu de [MB, chap. III, 1.3.1]).
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(d) Avec les hypothe`ses et notations de (c), nous avons
(x, y)monos =< div(σ), x >v (mod Z)
ou` (x, y)monos est le re´sultat de l’accouplement de monodromie entre les composantes
γs(x) et γs(y) de As dans lesquelles x et y se re´duisent respectivement.
De´monstration. (a) Le pull-back (idA × y)
∗(W log) est une extension de A par Gm (pour
la topologie log plate), par conse´quent le Gm-torseur sous-jacent (idA × y)
∗(t(W log)) est
un prolongement cubiste de Ly, donc est e´gal a` L
log
y par unicite´. On peut d’autre part
e´crire < x, y >log= (x×y)∗(t(W log)) = x∗(idA×y)
∗(t(W log)), d’ou` le re´sultat. Le point (b)
ne fait que traduire le premier en termes d’intersection. Le point (c) est une conse´quence
du (b) et de [MB, chap. III, 1.4]. Le point (d) de´coule du (c) et de la proposition 4.2.3
(2).
Remarque 4.3.5. Nous retrouvons, dans le point (c) de la proposition 4.3.4, l’expres-
sion de l’accouplement de monodromie en termes du symbole de Ne´ron, due a` Bosch
et Lorenzini [BL, Theorem 4.4]. Il ressort d’autre part de la proposition 4.3.4 (d) que
l’accouplement de monodromie et celui de Moret-Bailly sont bien e´gaux (le signe ne´gatif
apparaissant dans [BL, Remark 4.5] nous semble errone´, le symbole utilise´ par Moret-
Bailly e´tant l’oppose´ du symbole de Ne´ron).
Remarque 4.3.6. Soit (x, y) ∈ A(S) × At(S) tel que < x, y >log soit de n-torsion (ce
qui est le cas en particulier si x ou y est de n-torsion). D’apre`s la proposition 4.2.3 (2),
la fle`che ν du corollaire 3.1.4 permet de retrouver l’accouplement de monodromie, plus
exactement nous avons
ν(< x, y >log) =
∑
s∈D
(x, y)monos .s
Par conse´quent, avec les notations de la remarque 3.2.3, tout n-rele`vement du diviseur ci-
dessus est une puissance n-ie`me dans Pic(S), puisque < x, y >log provient d’un µn-torseur
pour la topologie log plate. L’auteur ignore si cette curiosite´ e´tait de´ja` connue.
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